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ABSTRACT 

We give two examples of a universal theory Tsuch that the forcing companion 
T F (as defined by A. Robinson for infinite forcing) has some model which is 
not the elementary equivalent of a generic model of T. Our examples answer 
in a negative way a question posed by E. Fisher and A. Robinson. In the 
first example, for T r, there is an extension T' which is complete and forcing corn- 
complete (that is, (T') F = T') not generated by a generic model of T. In the 
second example T F has a complete extension T' which is not forcing complete. 

1. Introduction 

Le forcing infini de A. Robinson associe ~ toute th~orie T u n e  cer- 

taine classe de structures dites structures gdnJriques de T; la th6orie T e 

de ces g~n6riques est appel6e 1r forcing compagnon de T; lorsque T = T e la 

th~orie T est dite forcing complJte. Etant donn6e une th6orie universelle T 

(th6orie engendr~e par des ~nonc6s universels), ses composants sont d6finis 

cornme les plus petites extensions universelles Tide Tpour  lesquelles deux rnod61es 

de T/ s'immergent dans un mod61e de T~. 

E. Fisher et A. Robinson rnontrent dans [1, Th. 3.9, p. 105] que les g6n6riques 

de T sont les g6n6riques de composants de T, et posent la question suivante : 

Est-ce que toute extension complete de T e est extension d'un Tie? Les T~ 

6tant completes ceci revient done ~ se demander si tout module de T e est ~l~- 

mentairement 6quivalent/~ une g6n6rique de T. 

A l'origine le but de oct article 6tait seulement d'exposer un exernple r6pondant 

n6gativement ~ cette question; le referee nous a signal6 que celle-ci conduisait 

alors aux deux probl6mes suivants: 
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(i). Est-ce que route extension complete et forcing complete de T r est 

extension cornpl~te d'un T~F? 

(ii). Est-ce que route extension complete d'une thdorie forcing complete est 

encore forcing complete? 

Dans ce qui suit nous exposons l'exemple primitif qui, comme nous l'a signal6 

le referee, r6pond aussi par la n6gative au premier probl~me mais laisse le second 

ouvert. Enfin nous donnons un exemple r6pondant aussi par la n6gative au 

deuxi~me probl~me. Nous remercions le referee pour ses commentaires et sugges- 

tions. 

2. Premier exemple 

Appelons cycle de longueur n la relation binaire C, sur l'ensemble des n pre- 

miers entiers 0,1, ..., n - 1  d6finie par: (x, y)~ Cn lorsque y - x + 1 modulo n .  

Appelons consdcutivitd la relation binaire C sur l'ensemble Z des entiers relatifs 

d6finie par: (x,y) e C lorsque y = x + 1. Enfin d6signons par C o la relation 

binaire sur l'ensemble des entiers positifs d6finie par" (x, y) ~ C O lorsque y = x + 1 

OUX-- - -y=0 .  

Dans le langage ne comportant qu'un pr6dicat binaire consid~rons la th6orie 

T1 engendr6e par les 6nonc6s universels vrais ~t la fois dans C O et dans les cycles 

C, (pour n ->__ 3). 

On voit ais6ment que les modules de T 1 sont exactement les cycles C~ (n > 3) 

et les relations binaires R pour lesqueUes chaque restriction fmie de R est iso- 

morphe ~t une restriction de C O (en particulier C est un mod61e de T1). Les com- 

posants de TI sont done les th6ories universelles associ6es aux Cn et la th6orie 

universelle associ6e ~t C O . Les th6ories compl&es associ6es aux Cn et la th6orie 

compl&e de C o 6tant mod61e completes elles sont les forcing compagnons des 

composants de TI. (Remarque" une th6orie est module complete lorsque toute im- 

mersion d'un module vers un autre est une immersion 616mentaire.) Par cons6quent 

les g6n6riques de TI sont les cycles C, (pour n > 3) et les relations binaires 616- 

mentairement 6quivalentes ~t C ~ 

Consid6rons maintenant la th6orie dont les axiomes expriment: (i) que tout 

616ment x a exactement un successeur et un pr6d6cesseur distincts entre eux et 

distincts de x, et (ii) que sin 616ments forment un cycle, alors il y a au plus n 616- 

ments. On voit facilement que les modules finis de cette th6orie sont les cycles 

C, (pour n ~ 3) et que les modules in finis sont 616mentairement 6quivalents 
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/t C. Par le th6or~me de compacit~ on en d~duit que cette th~orie coincide avec 

la th6orie de l'ensemble des C, (pour n > 3). 

Puisque ces derniers sont g6n6riques, la th6orie complete rt '  de C est 

une extension compl&te de T~; 6tant en outre mod&le compl6te T~' est forcing 

compl&te alors que C n'est pas g6n6rique pour r~. Ceci r6pond donc ~t la lois 

~t la question de E. Fisher et A. Robinson et au premier probl~me. 

3. Deuxi~me example 

Etant donn6es la relation binaire R sur l'ensemble E et la chaine, ou ordre, 

total S sur l'ensemble F,  appelons produit ordinal de R par S et d6signons 

par R. S la relation binaire sur l'ensemble E x F form6e des couples ((x, y), (x', y)) 

pour lesquels (x, x') ~ R et des couples ((x, y), (x', y')) pour lesquels (y, y') ~ S 

et y # y'. Dans ce qui suit nous identifierons chaque entier n avecla chaine 

des entiers qui lui sont strictement inf&ieurs; nous d6signerons par M + N-  

la chaine discrete fortune de la chaine des entiers suivie de la chaine des entiers 

n6gatifs; enfin nous d6signerons par Q la chaine dense des nombres rationnels. 

Dans le langage ne comportant qu'un pr6dicat binaire consid6rons la th6orie 

T2 engendr6e par les 6nonc6s universels vrais dans tous les Cn'n pour n __> 3 

(le cycle Cn a 6t6 d~fini en Section 2). 

Puisque les C~. n sont finis et Cd n ne s'immerge pas dans C~," n' pour n ~ n', 

il s'ensuit que pour chaque n la th6orie universelle de C," nes t  un composant 

de T2. Par cons6quent les C~" n sont des g6n6riques de T2 et la th6orie de l'ensemble 

des Cn "n est une extension de Tf. 

Montrons rapidement que la thdorie de l'ensemble des C~ �9 n a pour modules 

les C~ "n et les relations binaires dldmentairement ~quivalentes d C ' ( ~  + ~- ) .  

La classe des relations binaires &ant munie de la topologie dont les ouverts sont 

les r6unions de classes 616mentaires (classe des modules d'un 6nonc6) on montre 

que l'op6rateur produit ordinal qui a un couple (R, S) associe R. S est continu. 

(On utilise, par exemple, la notion de (k, p) 6quivalence de R. Fraiss6 [2] pour 

montrer que si R et R' sont (k,p) 6quivalents, S e t  S' sont (k,p) 6quivalents, 

alors R . S  et R'. S' sont (k,p) equivalents.) Par aiUeurs on sait que l'adh6rence 

de l'ensemble des C~ est obtenue en ajoutant les relations 616mentairement 6qui- 

valentes b. C et l'adh~rence de l'ensembles des nen  ajoutant les cha~nes 616men- 

tairement 6quivalentes ~t N + ~ -  (chaSnes discr~tes infinies avec premier et 

dernier ~16ment). Du th~or~me de compacit~ et de la continuit~ de l'op6rateur 
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produit ordinal il s'ensuit que l'adh&ence de I'ensemble des C~.n est obtenue 

en ajoutant les relations 61~mentairement 6quivalentes ~t C. (• + ~I-) .CQFD. 

La th6orie complete 7"2' de C" (~ + ~1-) est donc une extension compl&e 

de T~. Maintenant en utilisant le fait que Th(C) et Th(Q) sont mod6Ie-eompl6tes 

on peut voir que Th(C- (2) est mod~Ie-compI~te; cette th~orie est done te forcing 

compagnon de T~. 

La th6orie T~ n'ayant pas C" Q pour module n'est pas forcing compl&e et 

done r6pond au deuxi6me probl~me. 

De ce qui pr6c6de il r6sulte que les composants de T z sont les th6ories 

universelles associ6es aux C~- n e t  ~t C" (N + ~ -)  et que les g6n6riques de T2 

sont les C," n e t  les mod61es 616mentairement 6quivalents fi C ' Q .  

4. Co:nparaison avee le forcing lini de Robinson 

Pour le forcing fini les deux exemples donnent aussi des r6ponses n6gatives 

aux probl~mes pr6c6dents. 

La th6orie T l ales m~mes g6n6riques pour le forcing fini et le forcing infini 

(remarquer que les Cn et les relations binaires 616mentairement 6quivalentes 

C O sont les seuls modules compl&ifs de T[). La th6orie T; &ant module complete 

est encore forcing compl&e pour le forcing fini sans ~tre extension d'un g6n6rique 

de Tt. 

Pour T~ la situation est 16g~rement diff6rente. Les C, ~tant les modules compl&ifs 

de la th6orie des Cn, cette th6orie est forcing complete pour le forcing fini e t a  

pour g6n6riques les senls C,. N6anmoins T~ est encore une extension compl&e 

non forcing complete de cette th6orie. 

Cet exemple montre en outre que contrairement au forcing infini une th6orie 

T peut avoir des modules infinis sans g6n6riques infmies (pour le forcing fini) 

et done que les g6n6riques d'un composant de Tne  sont pas forc6ment g6n6riques 

pour T. 
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